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ÌÎÄÅËÜ ÎËÈÃÎÏÎËÈÈ ÏÐÈ ÝÊÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ 
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÕ Ñ ÏÎÇÈÖÈÉ ÊÎÐÏÎÐÀÒÈÂÍÎÉ ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ 
ÎÒÂÅÒÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ

Целью настоящей статьи является определение направлений реа-
лизации региональной экологической политики предприятий с по-
зиций корпоративной социальной ответственности. На осно ве ис-
следования статической модели олигополии при заданных штрафах 
за загрязнение окружающей среды найдены стратегии поведения 
фирмы в условиях олигополии при соблюдении ограничений, дикту-
емых экологической политикой региона. Решена задача экологи-
ческого дизайна, в которой определено поведение социального 
планировщика, реализующего принцип «загрязнитель платит» и 
использу ющего такую систему назначения размера штрафа, чтобы 
мотивировать предприятия не нарушать предельно допустимые 
уровни загрязнения. Построено кооперативное социально устойчи-
вое решение модели олигополии, при котором суммарный выигрыш 
участ ников выше, чем в равновесии, а уровень загрязнения — 
ниже. Показано, что данное кооперативное решение является ди-
намически устойчивым для дифференциальной модели олигополии 
со стохастической динамикой, т. е. кооперативное решение со от  вет-
ству ет принципу устойчивого развития.

Ключевые слова: корпоративная социальная ответственность, ре-
гиональная экологическая политика, устойчивое развитие, игра, 
равновесие по Нэшу, кооперативное решение, дифференциальная 
стохастическая игра, динамическая устойчивость кооперативного 
решения.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ñóùåñòâóåò åäèíîé îáùåïðèíÿòîé òðàêòîâêè 
è âñëåäñòâèå ýòîãî — åäèíîãî ïîíèìàíèÿ ñóùíîñòè êîðïîðàòèâíîé ñîöè-
àëüíîé îòâåòñòâåííîñòè (ÊÑÎ) áèçíåñà. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå êîìïàíèè 
ñàìîñòîÿòåëüíî îïðåäåëÿþò ñâîþ êîíöåïöèþ ÊÑÎ, îðèåíòèðóÿñü íà íàöèî-
íàëüíóþ ñïåöèôèêó è îñîáåííîñòè áèçíåñà. Âìåñòå ñ òåì, êàê óáåäèòåëüíî 
ïîêàçàíî â «Äîêëàäå î ñîöèàëüíûõ èíâåñòèöèÿõ â Ðîññèè — 2008», ñ âû-
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ñîêîé ñòåïåíüþ íàäåæíîñòè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîä ÊÑÎ ïîíèìàåòñÿ 
«ôèëîñîôèÿ ïîâåäåíèÿ è êîíöåïöèÿ âûñòðàèâàíèÿ äåëîâûì ñîîáùåñòâîì, 
êîìïàíèÿìè è îòäåëüíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè áèçíåñà ñâîåé äåÿòåëüíîñòè, 
íàïðàâëåííîé íà óäîâëåòâîðåíèå îæèäàíèé çàèíòåðåñîâàííûõ ñòîðîí â 
öåëÿõ óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ» [Áëàãîâ, 2008, ñ. 64]. Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü 
èäåò îá îòâåòñòâåííîñòè áèçíåñà ïåðåä îáùåñòâîì, ïðè÷åì äëÿ áèçíåñà 
ýòî — îñîçíàííîå ðåøåíèå. Ñ ýòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêàÿ ôèëîñîôèÿ 
ïîâåäåíèÿ ïîíÿòíà, à ñ ýêîíîìè÷åñêîé èëè ïðàêòè÷åñêîé ñòîðîíû âñå íå 
òàê ïðîçðà÷íî. Äåëî â òîì, ÷òî ëþáàÿ îòâåòñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü ñâÿçàíà ñ 
äîïîëíèòåëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè è ôèíàíñîâûìè çàòðàòàìè. Â êîíòåêñòå 
ÊÑÎ ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñîöèàëüíûå èíâåñòèöèè, ïðè ýòîì áèçíåñ äîëæåí 
îñòàâàòüñÿ ýôôåêòèâíûì. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, 
èìåþòñÿ ëè ó áèçíåñà îáúåêòèâíûå ýêîíîìè÷åñêèå âîçìîæíîñòè è ñòèìó-
ëû, êîòîðûå ïðèâîäÿò åãî ïðåäñòàâèòåëåé ê ïîíèìàíèþ è ïðèíÿòèþ ôè-
ëîñîôèè ÊÑÎ, èëè ÊÑÎ — ýòî óäåë óñïåøíûõ è áîãàòûõ êîìïàíèé? Åñëè 
òàêèå ñòèìóëû èìåþòñÿ, òî êàêîâû ìåõàíèçìû èõ ðåàëèçàöèè? Ïðîáëåìà 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíîé ñåé÷àñ, êîãäà ðàçâèòèå îòå÷åñòâåííîãî 
áèçíåñà íàõîäèòñÿ íà ñòàäèè èíòåãðàöèè ÊÑÎ â êîðïîðàòèâíóþ ñòðàòåãèþ, 
ò. å. ðå÷ü èäåò íå ñòîëüêî î ôèëîñîôñêîé, ñêîëüêî îá óïðàâëåí÷åñêîé ïðî-
áëåìå. Ñ ìåòîäîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ — ýòî îñíîâíîé âîïðîñ, ïîïûòêå 
îòâåòèòü íà êîòîðûé è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.

Â ðàìêàõ ýâîëþöèè êîíöåïöèè ÊÑÎ ðàññìàòðèâàþò ðàçëè÷íûå íà-
ïðàâëåíèÿ ñîöèàëüíûõ èíâåñòèöèé: ðàçâèòèå ïåðñîíàëà, îõðàíà çäîðîâüÿ è 
áåçîïàñíûå óñëîâèÿ òðóäà, äîáðîñîâåñòíàÿ äåëîâàÿ ïðàêòèêà â îòíîøåíèè 
ïîòðåáèòåëåé è äåëîâûõ ïàðòåðîâ, ìåñòíîå ñîîáùåñòâî, ïðèðîäîîõðàííàÿ 
äåÿòåëüíîñòü è ðåñóðñîñáåðåæåíèå [Áëàãîâ, 2008]. Â êîíòåêñòå ïðîâåäåí-
íîãî èññëåäîâàíèÿ íàñ â áîëüøåé ñòåïåíè áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðîáëåìû 
âîçäåéñòâèÿ áèçíåñà íà ñîñòîÿíèå îêðóæàþùåé ñðåäû. Â øèðîêîì ñìûñëå 
ðå÷ü çäåñü èäåò î ðåàëèçàöèè ãîñóäàðñòâåííîé ýêîïîëèòèêè êàê ñèñòåìû 
ïîëèòè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, þðèäè÷åñêèõ, îáðàçîâàòåëüíûõ è èíûõ ìåð, 
ïðèíèìàåìûõ äëÿ óïðàâëåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé è îáåñïå÷åíèÿ ðà-
öèîíàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ íà òåððèòîðèè ñòðàíû. 
Ïðè ýòîì ïîä îêðóæàþùåé ñðåäîé (environment) ìû ïîíèìàåì âíåøíþþ 
ñðåäó, â êîòîðîé ôóíêöèîíèðóåò îðãàíèçàöèÿ (êîìïàíèÿ, îáúåäèíåíèå, ôèð-
ìà, ïðåäïðèÿòèå íåçàâèñèìî îò ôîðìû ñîáñòâåííîñòè), âêëþ÷àÿ âîçäóõ, 
âîäó, çåìëþ è ïðèðîäíûå ðåñóðñû.

Ïðè ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêè ìîæíî âûäå-
ëèòü íåñêîëüêî óðîâíåé: ìåæäóíàðîäíûé, ãîñóäàðñòâåííûé (íàöèîíàëüíûé), 
ðåãèîíàëüíûé è ëîêàëüíûé. Ýëåìåíòàìè ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêè ÿâëÿþòñÿ: 
ïðèíöèïû, öåëè, ïðèîðèòåòû, ñóáúåêòû, ìåõàíèçìû ðåàëèçàöèè (ìåòîäû). 
Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ìåòîäîâ ýêîëî-
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ãè÷åñêîé ïîëèòèêè [Ëîïàòèí, 2001; Ïàõîìîâà, Ýíäåðñ, Ðèõòåð, 2003]: ýêî-
íîìè÷åñêèå — ïëàíèðîâàíèå ïðèðîäîïîëüçîâàíèÿ, ñèñòåìà ïëàòåæåé, íà-
ëîãîîáëîæåíèÿ, ëüãîò; çàêîíîäàòåëüíî-ïðàâîâûå — ðàçðàáîòêà è ïðèíÿòèå 
íîðìàòèâíî-ïðàâîâûõ àêòîâ; àäìèíèñòðàòèâíî-êîíòðîëüíûå — êîíòðîëü çà 
ñîáëþäåíèåì ïðèðîäîîõðàííîãî çàêîíîäàòåëüñòâà, ýêîëîãè÷åñêèé ìîíèòî-
ðèíã. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà âñåõ óðîâíÿõ ðåãóëèðîâàíèÿ áîëüøîå âíèìàíèå 
óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå ôîðìèðîâàíèÿ è ðåàëèçàöèè ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêè 
äëÿ îòäåëüíûõ îðãàíèçàöèé (ëîêàëüíûé óðîâåíü), îñîáåííî ïðîìûøëåí-
íûõ ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå çà÷àñòóþ âíîñÿò îñíîâíîé âêëàä â çàãðÿçíåíèå 
îêðóæàþùåé ñðåäû ðåãèîíà. Ïðè ðàññìîòðåíèè ñîâìåñòíîãî âîçäåéñòâèÿ 
ïðåäïðèÿòèé íà îêðóæàþùóþ ñðåäó íà òåððèòîðèè èõ ïðèñóòñòâèÿ ãîâî-
ðÿò î ðåãèîíàëüíîé ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêå êàê î ñîâîêóïíîñòè íàìåðåíèé 
è ïðèíöèïîâ â îòíîøåíèè ýêîëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Çäåñü ïîä öåëåâûì 
ýêîëîãè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì (environmental objective) ïîíèìàåòñÿ îáùèé öå-
ëåâîé ïîêàçàòåëü ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå çàèíòåðåñîâàí-
íûõ ñòîðîí ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêè, òàêèõ êàê: àêöèîíåðû è èíâåñòîðû, 
ìåíåäæìåíò îðãàíèçàöèè (îáåñïå÷åíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîèçâîäñòâà, ðàçðà-
áîòêà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäîé, ïðèíöèïû ÊÑÎ è èõ ðåàëèçà-
öèÿ â êîðïîðàòèâíîé ñòðàòåãèè); ãîñóäàðñòâî (âçàèìîäåéñòâèå ñ áèçíåñîì ïî 
âîïðîñàì ýêîïîëèòèêè, ðåãóëèðîâàíèå è êîíòðîëü ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé 
ñðåäû); ìåñòíûå ñîîáùåñòâà (ðåãèîíàëüíûå îðãàíû âëàñòè, îðãàíû ìåñòíî-
ãî ñàìîóïðàâëåíèÿ, íàñåëåíèå òåððèòîðèè ïðèñóòñòâèÿ); êîíêóðåíòû; ïðî-
ôèëüíûå ìåæäóíàðîäíûå îðãàíèçàöèè. Îñíîâíûìè äåéñòâóþùèìè ñòîðî-
íàìè ðåàëèçàöèè ýêîïîëèòèêè ÿâëÿþòñÿ ãîñóäàðñòâåííûå è ðåãèîíàëüíûå 
îðãàíû âëàñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è îðãàíèçàöèè (ïðåäïðèÿòèÿ) — ñ äðóãîé 
ñòîðîíû. Çäåñü ïîä îðãàíèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ ïðåäïðèÿòèå ðåãèîíà, ÷üå 
ïðîèçâîäñòâî ñâÿçàíî ñ íåãàòèâíûì âîçäåéñòâèåì íà îêðóæàþùóþ ñðåäó, ãäå 
ïîä ïîñëåäíèì ïîíèìàåòñÿ ëþáîå èçìåíåíèå â îêðóæàþùåé ñðåäå, ïîëíî-
ñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì äåÿòåëüíîñòè îðãàíèçàöèè, åå 
ïðîäóêöèè èëè óñëóã [Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ…, 1998].

Â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó äåéñòâóþùèìè 
ñòîðîíàìè ðåãóëèðóþòñÿ Ôåäåðàëüíûì Çàêîíîì «Îá îõðàíå îêðóæàþùåé 
ñðåäû» îò 10 ÿíâàðÿ 2002 ã., ¹ 7–ÔÇ, ôåäåðàëüíûìè è ðåãèîíàëüíûìè çàêî-
íîäàòåëüíûìè àêòàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îðãàí ãîñóäàðñòâåííîé âëàñòè 
ñóáúåêòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ñôåðå îòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îõðàíîé 
îêðóæàþùåé ñðåäû, áóäåì íàçûâàòü ñîöèàëüíûì ïëàíèðîâùèêîì. Ê ïîëíî-
ìî÷èÿì îðãàíîâ ñîöèàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà îòíîñÿòñÿ: ãîñóäàðñòâåííûé 
êîíòðîëü â îáëàñòè îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû (ãîñóäàðñòâåííûé ýêîëîãè-
÷åñêèé êîíòðîëü); ýêîíîìè÷åñêàÿ îöåíêà âîçäåéñòâèÿ íà îêðóæàþùóþ ñðå-
äó õîçÿéñòâåííîé è èíîé äåÿòåëüíîñòè; ïðåäúÿâëåíèå èñêîâ î âîçìåùåíèè 
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âðåäà îêðóæàþùåé ñðåäå, ïðè÷èíåííîãî â ðåçóëüòàòå íàðóøåíèÿ çàêîíîäà-
òåëüñòâà â îáëàñòè îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû.

Íàðÿäó ñ ãîñóäàðñòâåííûìè è ðåãèîíàëüíûìè îðãàíàìè âëàñòè, íå-
îáõîäèìî îòìåòèòü äåÿòåëüíîñòü íåêîììåð÷åñêèõ îðãàíèçàöèé, òàêèõ êàê 
ìåñòíûå ñîîáùåñòâà è ïðîôèëüíûå îðãàíèçàöèè. Íàïðèìåð, àìåðèêàí-
ñêàÿ íåêîììåð÷åñêàÿ àññîöèàöèÿ Business for Social Responsibility òðåáóåò 
îò ñâîèõ ÷ëåíîâ «â ñòðåìëåíèè ê êîììåð÷åñêîìó óñïåõó íà ïåðâîå ìåñòî 
ñòàâèòü ìîðàëüíûå öåííîñòè, óâàæàòü ëþäåé è îáùåñòâî, ñîõðàíÿòü ïðèðî-
äó» [Porter, 2006]. Êðîìå òîãî, íåãîñóäàðñòâåííûå ïðèðîäîîõðàííûå îðãàíè-
çàöèè ñïîñîáíû ÷åðåç ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè âûçâàòü ðåçîíàíñ â 
îáùåñòâåííîì ìíåíèè, ïðè ýòîì ïðåäïðèÿòèå íåñåò çíà÷èòåëüíûå ôèíàí-
ñîâûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ âîññòàíîâëåíèåì äîâåðèÿ ïîòðåáèòåëåé. Ïðè-
ðîäîîõðàííûå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå îðãàíèçàöèè çàíèìàþòñÿ ðàçðà-
áîòêîé íàó÷íî îáîñíîâàííîãî èíñòðóìåíòàðèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýêîïîëèòèêè 
ñîãëàñíî êîíöåïöèè óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ êîðïîðàòèâíîé ñîöèàëüíîé îòâåòñòâåííîñòè ýêîëîãè÷åñêàÿ ïîëèòèêà 
äîëæíà îêàçûâàòü âàæíóþ ðîëü ïðè ðàçðàáîòêå ñòðàòåãèè êîìïàíèè [Porter, 
2006; Áëàãîâ, 2006].

Öåëüþ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèé 
ðåàëèçàöèè ýêîïîëèòèêè ïðåäïðèÿòèé íà ðåãèîíàëüíîì óðîâíå ñ ïîçèöèè 
êîðïîðàòèâíîé ñîöèàëüíîé îòâåòñòâåííîñòè.

Ïåðåéäåì ê îïèñàòåëüíîé ïîñòàíîâêå èñõîäíîé çàäà÷è. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ðåãèîí, áîãàòûé ïîëåçíûìè èñêîïàåìûìè. Áëàãîäàðÿ áëèçîñòè ïðè-
ðîäíûõ ðåñóðñîâ, â ðåãèîíå ðàçâèâàåòñÿ îëèãîïîëèñòè÷åñêîå ïðîèçâîäñòâî: 
íåñêîëüêî ôèðì ñîçäàëè ïðåäïðèÿòèÿ, ïðîèçâîäÿùèå òîâàðû-çàìåíèòåëè. 
Äåÿòåëüíîñòü ïðåäïðèÿòèé ñâÿçàíà ñ íåãàòèâíûì âîçäåéñòâèåì íà îêðóæà-
þùóþ ñðåäó, âûðàæàþùåìñÿ â âûáðîñàõ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â àòìîñôå-
ðó (öåëåâîé ýêîëîãè÷åñêèé ïîêàçàòåëü). Îïðåäåëåíà ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ 
êîíöåíòðàöèÿ (ÏÄÊ) õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è ïðèìåñåé â àòìîñôåðå. Çà 
ïðåâûøåíèå ÏÄÊ êàæäàÿ ôèðìà ïëàòèò øòðàô, ðàçìåð êîòîðîãî îïðåäåëåí 
ñîöèàëüíûì ïëàíèðîâùèêîì.

Ïðîèçâîäèòåëÿì èçâåñòíà ôóíêöèÿ ñïðîñà íà èõ òîâàð. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò îáùåãî îáúåìà ïðåäëîæåíèÿ. 
Öåëüþ êàæäîé ôèðìû ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè. Ïðè ýòîì íåîáõî-
äèìî îïðåäåëèòü ãðàíèöû, â êîòîðûõ äåÿòåëüíîñòü êàæäîãî ïðîèçâîäèòåëÿ 
ìîæíî îöåíèòü êàê ñîöèàëüíî-îòâåòñòâåííóþ.

Â äàííîé ïîñòàíîâêå èññëåäîâàíû òðè ïðîáëåìû. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà çà-
êëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ ôèðìû â óñëîâèÿõ îëèãîïîëèè 
ïðè ñîáëþäåíèè îãðàíè÷åíèé, äèêòóåìûõ ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêîé ðåãèîíà. 
Â äàëüíåéøåì ýòó çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü ñòàòè÷åñêîé ìîäåëüþ îëèãîïîëèè 
ïðè çàäàííûõ øòðàôàõ çà çàãðÿçíåíèå. Âòîðàÿ ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëå-
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íèþ ïîâåäåíèÿ ñîöèàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà, êîòîðûé ðåàëèçóåò ïðèíöèï 
«çàãðÿçíèòåëü ïëàòèò» è èñïîëüçóåò îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó íàçíà÷åíèÿ ðàç-
ìåðà øòðàôà, ÷òîáû ìîòèâèðîâàòü ïðåäïðèÿòèÿ íå íàðóøàòü ïðåäåëüíî 
äîïóñòèìûå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ. Ýòó ïðîáëåìó áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé ýêî-
ëîãè÷åñêîãî äèçàéíà. Òðåòüÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè òàêîãî 
êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñóììàðíûé âûèãðûø ó÷àñòíèêîâ 
áîëüøå, ÷åì â ðàâíîâåñèè, à óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ — íèæå. Ïîêàçàíî, ÷òî äàí-
íîå êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîé èãðû ñî ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêîé, ò. å. êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå 
ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ [Áëàãîâ, 2006]. Ðåøåíèå ýòîé 
ïðîáëåìû áóäåì íàçûâàòü êîîïåðàòèâíûì ñîöèàëüíî óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì.

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ øòðàôà â êàæ-
äîì ñîñòîÿíèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì èãðîêàì áåçðàçëè÷-
íî, íàðóøàòü ÏÄÊ è ïëàòèòü øòðàô èëè ñíèæàòü îáúåìû ïðîèçâîäñòâà. 
Îòäåëüíî èññëåäîâàí ñëó÷àé êîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè 
êîîïåðàöèè èãðîêè ïðè ìåíüøåì îáúåìå ðåãèîíàëüíîãî âûïóñêà ïîëó÷àþò 
áîëüøóþ ðåãèîíàëüíóþ ïðèáûëü, ÷åì ïðè íåêîîïåðàòèâíîì ïîâåäåíèè. 
Êðîìå òîãî, âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ ÏÄÊ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â êî-
îïåðàòèâíîì ñëó÷àå íèæå. Â èäåéíîì ïëàíå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íå ïðî-
òèâîðå÷èò îñíîâíûì ïðèíöèïàì ÊÑÎ. Òàê, Ì. Ïîðòåð îòìå÷àåò, ÷òî «åñëè 
òà èëè èíàÿ ïðîáëåìà, èìåþùàÿ øèðîêèé îáùåñòâåííûé ðåçîíàíñ, çàòðà-
ãèâàåò ìíîãèå êîìïàíèè… òî ëó÷øå âñåãî èõ ðåøàòü ñîîáùà, âûðàáàòûâàÿ 
êîîïåðàòèâíûå ðåøåíèÿ» [Porter, Kramer, 2006].

Â îñíîâå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ëåæèò ìîäåëü, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà 
îïóáëèêîâàíà â ñòàòüå [Zenkevich, Zyatchin, 2007], ãäå èçó÷àëàñü ïðîáëåìà 
çàùèòû îêðóæàþùåé ñðåäû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñ ïîçèöèé ãîñóäàðñòâåí-
íîãî ðåãóëèðîâàíèÿ âåëè÷èíû øòðàôîâ çà çàãðÿçíåíèå. Â áîëåå ðàííèõ 
ðàáîòàõ íàìè áûëè èññëåäîâàíû ìîäåëè îëèãîïîëèè ñî ñòîõàñòè÷åñêè èç-
ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì [Çÿò÷èí, 2006; Zyatchin, Zenkevich, 2005]. Â äàííîé 
ðàáîòå çàâåðøåíî èññëåäîâàíèå ìîäåëè, íàéäåíî åå ðåøåíèå â ñëó÷àå íåêî-
îïåðàòèâíîãî è êîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ, à òàêæå ïðîâîäèòñÿ 
ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîçèöèé ÊÑÎ.

Ìîäåëè êîìàíäíî-àäìèíèñòðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ (command-and-con-
trol approach) è ìåõàíèçìîâ ðûíî÷íîãî ðåãóëèðîâàíèÿ (market-based ap-
proach) îáúåìîâ âûáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ñ ïîçèöèé ñîöèàëü-
íîãî ïëàíèðîâùèêà îáñóæäàëèñü â ðàáîòå [Tietenberg, 2007]. Â [Hatcher, 
2007] ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå îïòèìàëüíîãî âûïóñêà ôèðìû ïðè íàëè÷èè 
øòðàôîâ çà ïðåâûøåíèå äîïóñòèìîé êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ 
â óñëîâèÿõ ìîíîïîëèè. Âî âñåõ óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ 
ìîäåëü ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îäíîãî 
ïðåäïðèÿòèÿ.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû èñïîëüçîâàëèñü ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîí-
êóðåíòíûõ ïðîöåññîâ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà îáúåì çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ 
ìíîãèìè àâòîðàìè: (ñì., íàïð.: [Dockner, Long, 1993; Kaitala, Pohjola, 1995; 
Jorgensen, Zaccour, 2001; Yeung, 2001; Petrosjan, Zaccour, 2003; Jorgensen, Mar-
tin-Herran, Zaccour, 2003]). Îäèí èç âûâîäîâ óêàçàííûõ ðàáîò ñîñòîèò â òîì, 
÷òî ïðè êîîïåðàòèâíîì ïîâåäåíèè íå òîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ ñîâìåñòíûé 
âûèãðûø ó÷àñòíèêîâ, íî è óìåíüøàåòñÿ óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ. Ïðè ýòîì 
çäåñü íå îáñóæäàþòñÿ ýêîíîìè÷åñêèå àñïåêòû ïðîáëåìû ðåãèîíàëüíîãî 
ïðîèçâîäñòâà ïðè íàëè÷èè øòðàôîâ çà çàãðÿçíåíèå.

Â ðàáîòàõ [Ïåòðîñÿí, Çàõàðîâ, 1996; Petrosjan, Zakharov, 1996], ñðåäè 
ïðî÷èõ, ïðèâåäåíû ìîäåëè çàãðÿçíåíèÿ àòìîñôåðû, èçëàãàþòñÿ ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷ îãðàíè÷åíèÿ âûáðîñîâ è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðîìûø-
ëåííûõ ïðåäïðèÿòèé — èñòî÷íèêîâ âûáðîñîâ, ñòðîèòñÿ ìîäåëü ñîãëàñîâà-
íèÿ èíòåðåñîâ ðàçëè÷íûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñòîðîí ïðè èñïîëüçîâàíèè 
îãðàíè÷åííûõ ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ, ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû íîðìèðîâàíèÿ 
îáúåìîâ ðàñõîäîâàíèÿ ðåñóðñîâ, îïòèìèçàöèè øòðàôíûõ ñàíêöèé. Â ðàáîòå 
[Cabo, Escudero, Martin-Herran, 2006] èññëåäîâàëàñü ìîäåëü äâóõ ñîñåäñòâó-
þùèõ ðåãèîíîâ, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòàâùèêîì ïîëóôàáðèêàòîâ 
äëÿ âòîðîãî. Â [Yeung, Petrosyan, 2006] ïðèâåäåíî ðåøåíèå ìîäåëè óïðàâëå-
íèÿ çàãðÿçíåíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû, â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ äèíàìèêà íà-
êîïëåíèÿ è ïîãëîùåíèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ. Â ýòîé ìîäåëè èññëåäîâàíà 
ïðîáëåìà äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Â ïåðâîì 
ðàçäåëå âåðáàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ìàòåìàòè-
÷åñêîé òåîðèè èãð. Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ñòàòè÷åñêîé 
èãðû â ñìûñëå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, ïðè ýòîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à ýêîëîãè-
÷åñêîãî äèçàéíà: îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé ðàçìåð øòðàôà â êàæäîì 
ñîñòîÿíèè ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì âñåì ïðîèçâîäèòåëÿì âûãîäíî ñíèçèòü 
óðîâíè ïðîèçâîäñòâà. Â òðåòüåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ êîîïåðàòèâíîå ïîâå-
äåíèå ôèðì. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðîâîäÿòñÿ àíàëèç è ñðàâíåíèå ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñëó÷àåâ êîíêóðåíòíîãî è êîîïåðàòèâíîãî ïîâåäå-
íèÿ. Â ïÿòîì ðàçäåëå èññëåäîâàíà ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà, ôîðìàëèçóþùàÿ 
çàäà÷ó ïðîèçâîäñòâà â óñëîâèÿõ îëèãîïîëèè è îãðàíè÷åíèé íà âûáðîñ 
çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ. Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè èññëåäîâàíèÿ. 
Â ïðèëîæåíèÿõ ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè è äîêàçàòåëüñòâà 
òåîðåì.

Ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àïðîáèðîâàíû íà ìåæäóíàðîäíûõ 
êîíôåðåíöèÿõ, íàøëè ïîíèìàíèå ó÷àñòíèêîâ è ïîëó÷èëè ïîëîæèòåëüíóþ 
îöåíêó:

12-é ñèìïîçèóì Ìåæäóíàðîäíîãî îáùåñòâà äèíàìè÷åñêèõ èãð. Èí-
ðèÿ-Ñîôèÿ Àíòèïîëèñ, 3–6 èþëÿ 2006 ã.

♦
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7-å ñîâåùàíèå ïî òåîðèè èãð è åå ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ê 
ýíåðãåòèêå, îêðóæàþùåé ñðåäå è ïðèðîäíûì ðåñóðñàì. Ìîíðåàëü, 
Âûñøàÿ êîììåð÷åñêàÿ øêîëà, 28–30 ìàÿ 2007 ã.
Äèíàìè÷åñêèå èãðû â èññëåäîâàíèÿõ ïî ìåíåäæìåíòó, 2-ÿ Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè èãð è ïðèëîæåíèÿì (CMGTA’2007). 
Öèíäàî, ÊÍÐ, 17–19 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÎËÈÃÎÏÎËÈÈ ÏÐÈ ÇÀÄÀÍÍÛÕ ØÒÐÀÔÀÕ 
ÇÀ ÇÀÃÐßÇÍÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì îëèãîïîëèþ, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò n ôèðì. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ôèðìû âûïóñêàþò îäíîðîäíûé ïðîäóêò, ïðè÷åì ïðîèçâîäñòâî 
âñåõ ôèðì ðàñïîëîæåíî â íåêîòîðîì ýêîëîãè÷åñêè çíà÷èìîì ðåãèîíå Ω.

Ïóñòü óðîâåíü ÏÄÊ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â ðåãèîíå Ω îïðåäåëåí 
è ðàâåí θ > 0. Èçâåñòíî [Ïåòðîñÿí, Çàõàðîâ, 1996], ÷òî îáùåå çàãðÿçíåíèå 
àòìîñôåðû â ðåãèîíå (íåãàòèâíîå âîçäåéñòâèå íà îêðóæàþùóþ ñðåäó ïðè 
íàëè÷èè n èñòî÷íèêîâ) ìîæåò áûòü îöåíåíî ïî ôîðìóëå:
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ãäå ωi — îáúåì âûáðîñîâ ôèðìû i, di — èçâåñòíûå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿå-
ìûå ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì.
Áóäåì íàçûâàòü êàæäîå ïðåäïðèÿòèå {1, 2, ..., }i N n∈ =  èãðîêîì. Äëÿ 

ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèÿ ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
1) ïðåäïðèÿòèÿ èìåþò îäèíàêîâûå óäåëüíûå çàòðàòû c;
2) ïðîèçâîäñòâåííàÿ òåõíîëîãèÿ êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ (èãðîêà) òàêî-

âà, ÷òî îáúåì âûáðîñîâ ωi èãðîêà i ïðîïîðöèîíàëåí îáúåìó ïðîèç-
âîäèìîé ïðîäóêöèè qi [Hatcher, 2007; Ïåòðîñÿí, Çàõàðîâ, 1996]:

 ωi = βiqi è 
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d d q
= =

ω = ω = β∑ ∑ . (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî di = d, βi = β, q Qjj
n

=∑ =1 , ãäå Q — ðåãèîíàëüíûé âû-
ïóñê. Ïóñòü èãðîê i èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü qi èç ìíîæåñòâà qi ∈ [0, ∞). 
Èññëåäóåì âàðèàíò îëèãîïîëèè ïî Êóðíî ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé, îïðå-
äåëÿåìûõ ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àäìèíèñòðàòèâíîå 
ðåãóëèðîâàíèå íåãàòèâíîãî âîçäåéñòâèÿ íà îêðóæàþùóþ ñðåäó ñî ñòîðîíû 
ïðîèçâîäèòåëåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íàçíà÷åíèÿ øòðàôà: åñëè â 
ðåãèîíå Ω îáúåì çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ ïðåâîñõîäèò ÏÄÊ, òî êàæäîìó 
ïðîèçâîäèòåëþ i íàçíà÷àåòñÿ øòðàô si = s > 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðûíî÷íàÿ öåíà p ïðîäóêòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèç-
âåäåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ñïðîñà íà âåëè÷èíó x > 0 (íàïðèìåð, òåêóùèé 
êóðñ èíîñòðàííîé âàëþòû):

 p(Q, x) = D(Q)x,

♦

♦
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ãäå ôóíêöèÿ D(Q) ëèíåéíà ïî Q:

 D(Q) = a – bQ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ìãíîâåííîãî âûèãðûøà èãðîêà i ïðè îòñóòñòâèè 
øòðàôîâ:
 gi(x, q) = qi((a – bQ) x – c),

ãäå c — ïîñòîÿííûå ïðåäåëüíûå çàòðàòû, q = (q1, ..., qn).
Â çàâèñèìîñòè îò îáúåìîâ âûáðîñîâ, ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà èìååò 

âèä:
 K q x

g q x
g q x s xi

i

i i
,

, , ;
, ( ), .( ) =

( ) ≤
( ) − >

⎧
⎨
⎩

ω θ
ω θ

 (2)

Â ðåçóëüòàòå íàìè îïðåäåëåí êëàññ îäíîøàãîâûõ èãð â íîðìàëüíîé 
ôîðìå ïðè íàëè÷èè øòðàôîâ çà íàðóøåíèå ÏÄÊ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ:

 { } ( ){ }1, 1,( ) , , ,i ii n i nx N Q K x q= =Γ = , x > 0.

Íàáîð ñòðàòåãèé q = (q1, ..., qn) áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèåé â èãðå Γ(x).

ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÅ ÏÎ ÍÝØÓ Â ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÎËÈÃÎÏÎËÈÈ

Äëÿ èãðû Γ(x), x > 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû (äîêàçàòåëüñòâà 
òåîðåì ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè 2).

Òåîðåìà 1. Ïðè si(x) ≡ 0 è x > c/a = A1 â èãðå Γ(x), x > 0 ðàâíîâåñèå ïî Íý-

øó èìååò âèä: ( )1
* * *, ..., nq q q= , ãäå ( )

*
1

ax cq n xb
−=

+
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íåò øòðàôîâ, òî â ìîäåëè îëèãîïîëèè èìååò 
ìåñòî åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå, îïðåäåëåííîå â òåîðåìå 1.

Îáîçíà÷èì Q qii
n* *= =∑ 1 . Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ 

îò îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð âûáðîñîâ.
Ñëó÷àé 1. Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ñèòóàöèè q*(x) ñóììàð-

íûé îáúåì âûáðîñîâ íå ïðåâîñõîäèò ÏÄÊ (ðèñ. 1a):

 θ β β
β

≥ = + − +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + −
= =

=∑ ∑
∑

d q d a
b n

c
b n x

a d

b ni
i

n

i

n
i

n

*
( ) ( ) ( )1 1

1
1 1 1

cc d

b n x
i

n
β

=
∑

+
1

1( ) ,

îòñþäà:

 
x cd

ad n
n b

A ad n
n b

x ad

≤
− + = − + >

−− −

β

β θ
β θ

β

( ) , ( ) ;

(

1
1 02 åñëè

ëþáîå, åñëè
nn

n b+ <

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

1 0) .θ

 (3)
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Ëåììà. Åñëè adβ – (n + 1)θb/n < 0, òî ïðè ëþáîé ôóíêöèè øòðàôà 
si(x) ≥ 0  è x > c/a = A1 â èãðå Γ(x) ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ( 1) 0nad bn
+β − θ < , òî 

èç (3) ñëåäóåò, ÷òî â ñèòóàöèè q* ñóììàðíûé îáúåì âûáðîñîâ d qii
n β θ* ≤=∑ 1 . 

Ñëåäîâàòåëüíî, Ki(q, x) = gi(q, x). Ïî òåîðåìå 1 â èãðå Γ(x) ñóùåñòâóåò ðàâíî-
âåñèå ïî Íýøó. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëó÷àé 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåãàòèâíîå âîçäåéñòâèå íà îêðóæàþùóþ 
ñðåäó çàãðÿçíÿþùèìè âåùåñòâàìè ïðåâûøàåò ÏÄÊ â ñèòóàöèè q x*( ) =

q x q xn
* *( ), ..., ( )= ( )1  è ω ω β θ* * *= = >= =∑ ∑d d qii

n
ii

n
1 1 . Â ýòîì ñëó÷àå êàæ äîìó 

èãðîêó íàçíà÷àåòñÿ øòðàô â ðàçìåðå si. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èãðîêè ñòîÿò ïåðåä 
âûáîðîì: ëèáî ïîääåðæèâàòü ñèòóàöèþ q* è âûïëà÷èâàòü øòðàô, ëèáî 
óìåíüøèòü îáúåìû ïðîèçâîäñòâà, ÷òîáû íåãàòèâíîå âîçäåéñòâèå íà îêðó-
æàþùóþ ñðåäó íàõîäèëîñü íà óðîâíå θ.

Ðàññìîòðèì âûèãðûø èãðîêà êàê ôóíêöèþ îò ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé 
êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ:

 �g x g q q q xi i i n( , ) , ..., , ..., ,ω = ( )1 .

Èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ �gi ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî 0ω ≥ , 
i ∈ I.

Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü:

 
1 1

** **
n n

i i
i i

d d q
= =

ω = β = θ∑ ∑ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåð øòðàôà çà çàãðÿçíåíèå îïðåäåëåí òàêèì 
îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èãðîêà i ïðè ω* > θ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 
(ðèñ. 1b):

 � �g x g xi i( , ) ( , )** *ω ω≤ . (4)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèáûëè ó èãðîêîâ íåò ñòèìóëà ñíè-
æàòü îáúåì ïðîèçâîäñòâà: ïëàòèòü øòðàô — âûãîäíî.

Åñëè íåðàâåíñòâî (4) íå âûïîëíåíî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó óñëîâíîé ìàê-
ñèìèçàöèè: îïðåäåëèòü òàêèå çíà÷åíèÿ **

iq  è ** **
i ibqω = , ÷òîáû èãðîêè ïî-

ëó÷àëè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé âûèãðûø, íàõîäÿñü íà óðîâíå ÏÄÊ, ò. å.:

 ( )[ ]** arg max
i

i iq
q q a bQ x c= − −

ïðè óñëîâèè, ÷òî:

 
1

** **
n

i
i

d q
=

ω = β = θ∑ .
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü âûèãðûøà èãðîêà i îò îáúåìîâ âûáðîñîâ

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 1ñ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ðàññìîòðèì óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

 

1

( ) 0, ;

.

i i
n

i
i

a bQ x bxq d c i I

d q
=

− − + λ β − = ∈⎧
⎪
⎨ β = θ⎪⎩
∑

 (5)

Ðåøàÿ (5), íàõîäèì íàáîð ñòðàòåãèé q x q x q xn
** ** **( ) ( ), ..., ( )= ( )1 , 

ãäå **( )iq x nd
θ=

β
,

ïðè ýòîì âûèãðûø èãðîêà i èìååò âèä:

 g q q x a
nd

b
nd

x c
ndi n1

2

2 2
** **, ..., ,( ) = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−θ
β

θ
β

θ
β .
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Ðàññìîòðèì ìãíîâåííûé âûèãðûø èãðîêà (2) êàê ôóíêöèþ îò x:

       K K q q x
k x

k
x k a

k x
k
x k

i i n
* * *

*
*

* *

*
*

*
, ..., ,

, ( );
= ( ) =

+ + ≤

+ + −
1

1
2

3

1
2

3

ω θ

ss x bi ( ), ( ),*ω θ>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 g g q q x a
nd

b
nd

x c
ndi i n

** ** **= ( ) = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−1
2

2 2, ..., , θ
β

θ
β

θ
β , **ω = θ (ñ),

ãäå 2
1
* 1k lb= , 2

2
* 1k mb= , 3

* 1 2k lmb= , ( 1)
al n=
+

, ( 1)i
cm n= −
+

.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ g q q xi n1
** **, ..., ,( ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî ïåðå-

ìåííîé x. Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ si(x) â âèäå:

 s x g q q q q q g qi q i i i i n i
i

( ) max , ..., , , , ...,** ** ** ** **= ( ) − ( )− +1 1 1 .

Òîãäà:

s x q ax b q n nd x c a
nd

b
ndi q i i

i
( ) max ( )= − + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

− −1
2

2
θ

β
θ
β

θ
β22

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ =x ca
nd

θ
β

22 2

2 2 2
( 1) (( 1) ) ( 1 4 )1

4 2 4 4
a n n nb c n aa c acxb nd b x nd bn d
θ − − + θ θ − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + + − ≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥β ββ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (6)

 1 2 3
1x x≡ α + α + α .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñòðîåíà òàêàÿ ôóíêöèÿ øòðàôîâ, ïðè êîòîðîé 
îäèíî÷íîå îòêëîíåíèå ëþáîãî èãðîêà îò ñèòóàöèè, â êîòîðîé îáùåå íåãà-
òèâíîå âîçäåéñòâèå íà îêðóæàþùóþ ñðåäó íå ïðåâîñõîäèò ÏÄÊ, ýêîíîìè-
÷åñêè íå âûãîäíî, ïîñêîëüêó ****( ) ( || ) ( )i i i i ig q g q q s x≥ − . Ñëåäîâàòåëüíî, 
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ øòðàôà si(x) èìååò âèä (6), òî â èãðå Γ(x), 
x > 0 ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ si(x) èìååò âèä (6), òî â èãðå Γ(x), x > 0 ñó-
ùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ñëåäóþùåãî âèäà:

ïðè ( 1) 0nad bn
+β − θ >

 q x

x A
ax c
n xb A x A

ndb A x

i
*( )

;

( ) ;

,

=

< ≤
−

+ < ≤

≤

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪

0 0

1

1

1 2

2

ïðè

ïðè

ïðèθ⎪⎪
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ïðè ( 1) 0nad bn
+β − θ ≤

 q x
x A

ax c
n xb A xi

*( )
;

( ) ,
=

< ≤
−

+ <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0 0

1

1

1

ïðè

ïðè

ãäå 1
cA a= , 2 ( 1)

cdA nad bn

β=
+β − θ

.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêà â çàâèñèìîñòè 
îò çíà÷åíèÿ x.

Ðèñ. 2. Âûèãðûø èãðîêà i â ðàâíîâåñèè

Äàííûé ðèñóíîê ïîäûòîæèâàåò ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ.

ÊÎÎÏÅÐÀÒÈÂÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Íà îñíîâå îäíîøàãîâîé èãðû { }1, 1,( ) , { } , ( , )i i n i i nx N Q K q x= =Γ = , x > 0 
ôîðìàëèçóåì çàäà÷ó ïðîèçâîäñòâà â óñëîâèÿõ îëèãîïîëèè è îãðàíè÷åíèé íà 
âûáðîñ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â ðàìêàõ êîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ñ öåëüþ 
ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èãðó Γ N V S x, ( , )( ) â ôîðìå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé 
ôóíêöèè [Ïåòðîñÿí, Çåíêåâè÷, Ñåìèíà, 1998]. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 
V(S, x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèå àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû ΓS, N/S, ïîñòðîåí-
íîé íà ñòðóêòóðå èãðû Γ(x), ðàçûãðûâàåìîé ìåæäó êîàëèöèåé S (ìàêñèìè-
çèðóþùèì èãðîêîì) è äîïîëíèòåëüíîé êîàëèöèåé N/S (ìèíèìèçèðóþùèì 
èãðîêîì).



45

Òðàäèöèîííî ôóíêöèÿ âûèãðûøà êîàëèöèè S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà 
âûèãðûøåé åå ó÷àñòíèêîâ. Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èìååò 
âèä:

 ( )( )
/

( , ) max min ( ) , ( )
N SS

Sqq
V S x K q x x= τ τ ,

ãäå ( )( ) ( )( )( ) , ( ) ( ) , ( )S i
i S

K q x x K q x x
∈

τ τ = τ τ∑ . Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå:

 

K q x K

q a bQ x c Q a bQ x c

q a b

N i
i

n

i
i

n

i

( , )

, ;

= =

=
−( ) −( ) = −( ) −( ) <

−

=

=

∑

∑
1

1
0ω

QQ x c s x Q a bQ x c S xi N
i

n
( ) − −( ) = −( ) −( ) − ≥

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ =
∑ ( ) ( ), .ω 0

1

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ( ) ( )( ),Ng Q x Q a bQ x c= − − . Òîãäà:

 ∂
∂ −( ) −( )( ) = − −Q Q a bQ x c ax bQx c2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

 ***
2

ax cQ bx
−= . (7)

Óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä: 
2

2 ( (( ) )) 2Q a bQ x c bx
Q
∂ − − = −

∂
, ãäå 

x > 0 è b > 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ gN (q, x) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî Q. 
Ïîñêîëüêó èãðà ñèììåòðè÷íàÿ, òî îáúåì ïðîèçâîäñòâà êàæäîãî ó÷àñòíèêà 
êîàëèöèè ñîñòàâëÿåò ***

2i
ax cq bxn

−= . Ïðè ýòîì âûèãðûø ìàêñèìàëüíîé êîà-

ëèöèè ðàâåí 
2

*** ( )
4N

ax cg bx
−= .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåì, ÷òî *** *
i iq q< , g gii

N*** *≥ =∑ 1  è ***( , )p Q x > 
*( , )p Q x>  äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè èãðîêè ðåøàþò 

îáúåäèíèòüñÿ, òî ïðè ìåíüøèõ îáúåìàõ ïðîèçâîäñòâà îíè ïîëó÷àþò áîëü-
øèé ñóììàðíûé âûèãðûø, ïðè ýòîì ðûíî÷íàÿ öåíà ïðîäóêòà óâåëè÷èâàåò-
ñÿ. Ðàññìîòðèì åùå äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà x, ïðè êîòîðûõ èãðîêè íå 
íàðóøàþò ÏÄÊ â ñèòóàöèè q q qn

*** *** ***, ...,= ( )1 :

 θ β β β β≥ = − = −
= =
∑ ∑d q d ax c

bxn d a
b d c

bxi
i

n

i

n
***

1 1 2 2 2
.
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Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, èìååì:

 x d c
ad b A ad b

x ad b

≤ − = − >

−− − <

⎡

⎣
⎢
⎢

β
β θ β θ

β θ
2 2 0

2 0

3, ;

, .

åñëè

ëþáîå åñëè

Ñëó÷àé 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ 
ïðåâûøàåò ÏÄÊ ïðè êîîïåðàòèâíîì ïîâåäåíèè: ω ω*** ***= ==∑ d ii

n
1  

β θ***= >=∑ d qii
n

1 . Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè:

 

1

max( ( ) );

.

Q

n

i
i

Q a bQ x c
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Ðåøåíèå çàäà÷è (8) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è óñëîâíîé ìàêñèìèçà-
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ack b= − , SN (x) — ðàçìåð ñóììàðíîãî øòðàôà, 

íàêëàäûâàåìîãî íà âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé ðåãèîíà Ω.
Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ SN (x) â âèäå *** **( ) ( , ) ( , )N N NS x g q x g q x= − :
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Èñõîäÿ èç ñèììåòðèè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ïðîèçâîäèòåëè ïëàòÿò 
îäèíàêîâûå øòðàôû:
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2 2 2

2 2
1 1 1 1 2( ) 4 4 4i

a a b c c acS x xn b d n b x n d bd
⎛ ⎞θ θ ⎛ θ ⎞= − + + + − ≡⎜ ⎟⎜ ⎟β ββ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 1 2 3
1x x≡ β + β + β .

Èíûìè ñëîâàìè, øòðàô Si (x) ñäåðæèâàåò êîëëåêòèâíîå îòêëîíåíèå îò 
ñèòóàöèè, â êîòîðîé ñóììàðíûé îáúåì çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ íå ïðåâîñ-
õîäèò ÏÄÊ.

ÊÎÐÏÎÐÀÒÈÂÍÎÅ ÑÎÖÈÀËÜÍÎ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ êîîïå-
ðàòèâíîãî è íåêîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ äëÿ ñòàòè÷åñêîé èãðû. Ïîäûòî-
æèâàÿ ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå 
âûâîäû.

1. Äëÿ ñëó÷àåâ êîíêóðåíöèè è êîîïåðàöèè ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 
x ∈ (0, A1), ãäå A1 = a/c, ïðîèçâîäñòâî â ðåãèîíå Ω íåðåíòàáåëüíî.

2. Ïðè ( 1) 0nad bn
+β − θ <  â ñëó÷àå êîíêóðåíöèè è ïðè adβ – 2θb < 0 

â ñëó÷àå êîîïåðàöèè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x ∈ [A1, ∞) ïðîèçâîäñòâî 
ýêîíîìè÷åñêè âûãîäíî. Ïîýòîìó êîîïåðàòèâíîå ïîâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ 
êîðïîðàòèâíûì ñîöèàëüíî óñòîé÷èâûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîð-
ïîðàòèâíàÿ ñîöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü íà îòðåçêå 

[A1, A3], ãäå 3 2
d cA ad b

β=
β − θ

. Ïðè ýòîì äàæå ïðè îòñóòñòâèè ðåãó-

ëèðîâàíèÿ ñî ñòîðîíû ñîöèàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà êîîïåðàòèâíîå 
ïîâåäåíèå áîëåå ýôôåêòèâíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèáûëè è çàùèòû 
îêðóæàþùåé ñðåäû, ÷åì íåêîîïåðàòèâíîå.

3. Â ñëó÷àå êàê êîîïåðàöèè, òàê è êîíêóðåíöèè, ñîãëàñíî ïîñòðîåííîé 
ñèñòåìå øòðàôîâ, ïðè íàðóøåíèè ÏÄÊ ïðîèçâîäèòåëè âûíóæäåíû 
óìåíüøàòü êîëè÷åñòâî âûáðîñîâ ïîñðåäñòâîì ñíèæåíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâà. Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðûíî÷íàÿ öåíà ïðîäóêòà ÿâëÿåòñÿ 
óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïî îáúåìó ïðåäëîæåíèÿ. Â èòîãå ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è çàùèòû îêðóæàþùåé ñðåäû ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ïðîáëåìà, 
ñâÿçàííàÿ ñ ðîñòîì öåí íà ïðîäóêöèþ è ïîòåðåé êîíêóðåíòíûõ 
ïðåèìóùåñòâ ïðîèçâîäèòåëåé ðåãèîíà Ω. Ñîãëàñíî (1), àëüòåðíà-
òèâíûì ïîäõîäîì ê ñíèæåíèþ îáúåìîâ âûáðîñîâ ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëèðîâàíèå ïàðàìåòðà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðîèçâîäñòâà îáúåìó 
âûáðîñîâ, β. Äëÿ ñëó÷àÿ êîíêóðåíöèè âíîâü ðàññìîòðèì íåðàâåí-

ñòâî 
( 1) 0nad bn

+β − θ < . Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè 1
( 1)n b Bn ad

+ θβ < =  
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èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ áåç íàðóøåíèÿ ÏÄÊ 

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà x. Ïðè êîîïåðàöèè 22 b Bad
θβ < = . 

Î÷åâèäíî, ÷òî B1 < B2 ïðè n ≥ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, â óñëîâèÿõ êîíêó-
ðåíöèè èãðîêè âûíóæäåíû ïðîâîäèòü áîëåå òùàòåëüíûå ðàáîòû 
ïî î÷èñòêå ñîáñòâåííûõ âûáðîñîâ, ÷åì ïðè êîîïåðàöèè. Îäíàêî â 
ïîñëåäíåì ñëó÷àå èãðîêè èìåþò áîëüøóþ ïðèáûëü. Ïîýòîìó ÷àñòü 
ïðèáûëè ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà íà óëó÷øåíèå òåõíîëîãèè î÷èñòêè 
âûáðîñîâ êàê ñîöèàëüíûå èíâåñòèöèè.

4. Èçîáðàçèì çíà÷åíèÿ âûèãðûøåé èãðîêîâ, ïîëó÷åííûå âûøå, â çà-
âèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà x (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà

Â ñëó÷àå íåêîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèÿ øòðàôà si(x) ïîñòðîåíà 
òàê, ÷òî êàæäîìó èãðîêó â îäèíî÷êó íåâûãîäíî îòêëîíÿòñÿ îò ñèòóàöèè, 
â êîòîðîé ïðåäïðèÿòèÿ ðàáîòàþò íà óðîâíå ÏÄÊ, ðåàëèçóÿ ðàâíîâåñèå ïî 
Íýøó.

Â óñëîâèÿõ êîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèÿ øòðàôà Si(x) îïðåäåëå-
íà òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîëëåêòèâíîå îòêëîíåíèå îò îïèñàííîé âûøå ñèòóà-
öèè ýêîíîìè÷åñêè íå âûãîäíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ óíèâåðñàëüíîãî øòðàôà, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè 

si(x) è Si(x): 1 2 3
1( )is x x x= γ + γ + γ , ãäå max{ , }i i iγ = α β , i = 1, 2, 3. Èíûìè 
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ñëîâàìè, âåëè÷èíà øòðàôà ( )is x  ñäåðæèâàåò êàê èíäèâèäóàëüíîå, òàê è 
êîëëåêòèâíîå îòêëîíåíèå îò ñèòóàöèè, â êîòîðîé íåãàòèâíîå âîçäåéñòâèå 
íà îêðóæàþùóþ ñðåäó íå ïðåâûøàåò ÏÄÊ. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñè-
òóàöèÿ q**(x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êàê èíäèâèäóàëüíîé, òàê è êîëëåêòèâíîé 
ðàöèîíàëüíîñòè. Ýòî è åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ýêîëîãè÷åñêîãî äèçàéíà.

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÎËÈÃÎÏÎËÈÈ 
È ÊÎÐÏÎÐÀÒÈÂÍÎÅ ÑÎÖÈÀËÜÍÎ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èãðîêè ðåøàþò çàäà÷ó ïåð-
âîãî ðàçäåëà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0. Ïîêàæåì, ÷òî êîîïåðàòèâíîå 
ðåøåíèå ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè äàåò ðåøåíèå íèæå ïðèâåäåííîé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû, ïðè ýòîì äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêè óñòîé÷èâûì, à ïîýòîìó êîðïîðàòèâíî ñîöèàëüíî óñòîé÷èâûì, ò. å. 
óñòîé÷èâûì ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó G(t0, x0) (è ïîäûãðû G(t, x(t)), 
t ≥ 0), ãäå ïðè âñåõ t ≥ 0  èìååò ìåñòî ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà ( )xΓ = 

{ }1, 1,, { } , ( , )i i n i i nN Q K q x= == , x > 0, ñ ìíîæåñòâîì èãðîêîâ I = {1, 2, 3, ..., n}, 
èõ ñòðàòåãèÿìè qi(x) ∈ Qi, i ∈ I.

Ïóñòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà èãðû G(t0, x0) èìååò âèä:

 ( ) ( ( )) ( ( )) ( )dx f x d x dzτ = τ τ + σ τ τ , x(t0) = x0.  (9)

Çäåñü z (τ) — ñîñòîÿíèå ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, x(τ) ∈ R — 
ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ èãðû, qi(τ) — óïðàâëåíèå èãðîêà i â ìîìåíò âðåìå-
íè τ, qi ∈ Qi ⊂ R. Â Ïðèëîæåíèè 1 ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ïðîöåññà (9), ðàñ-
ñìîòðåí ïðèìåð.

Ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà i â èãðå G(t0, x0) ïðè îòñóòñòâèè øòðàôîâ 
èìååò âèä:

 ( )( )
0

0
*( , , ) max ( ), ( )

i

r
i i i iq

t

J x q q E e g x q x d
∞

− τ
− = τ τ τ∫ , (10)

ãäå q x q x q xn( ) ( ) , ..., ( )τ τ τ( ) = ( ) ( )( )1  — íàáîð ñòðàòåãèé èãðîêîâ â èãðå ( ( ))G x τ , 
( )( , ) ( )i ig x q q a bQ x c= − − . Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òåðìèíàëüíûé âû-

èãðûø èãðîêà i ðàâåí 0.
Â äàëüíåéøåì àíàëèçå áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà–Ôëåìèíãà äëÿ èãðû (9)–(10) èìååò âèä 
[Ôëåìèíã, Ðèøåë, 1978]:

 

J x q q

r g x q r J x q q

i i i

q i i i i
i

( , , )

max ( , ) ( , , )

*

*

0

0
21 1 1

2

−

−

=

= { } + ′ + ′′μ σ JJ x q qi i i( , , )*
−( ). (11)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè âûïëà÷èâàþò øòðàô ïðè ëþáîì x > 0. Ôóí-
êöèÿ âûèãðûøà èãðîêà â èãðå G(t0, x0) ïðèìåò âèä:

 ( )( )
0

0
*( , , ) max ( ), ( ) ( )

i

r
i i i i iq

t

J x q q E e g x q x s x d
∞

− τ
− = τ τ − τ∫ . (12)

Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà–Ôëåìèíãà äëÿ 0
*( , , )i i iJ x q q− :

 

J x q q

r g x q s x r J x q q

i i i

q i i i i i
i

( , , )

max ( , ) ( ) , ,

*

*

0

0
1 1

−

−

=

= −( ){ } + ′(μ )) + ′′( )( )−
1
2

2σ J x q qii i i, , .*
 (13)

Èç (11) è (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà ìàêñèìèçàöèè çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèîíàëîâ (10) è (12) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîøàãîâîé èãðû ( )xΓ = 

{ }1, 1,, { } , ( , )i i n i i nN Q K q x= == , x > 0.
Îñòàíîâèìñÿ íà êîîïåðàòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ êàæäîé èãðû G(t0, x0) ðàñ-

ñìîòðèì èãðó ( ), ( , ( )G N V S x t�  â ôîðìå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè [Pe-
trosjan, Zenkevich, 1996]. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ V(x, S) îïðåäåëÿåòñÿ 
êàê çíà÷åíèå èãðû ñ íóëåâîé ñóììîé GS, N/S, ïîñòðîåííîé íà ñòðóêòóðå èãðû 
G(t0, x0), ðàçûãðûâàåìîé ìåæäó êîàëèöèåé S —ìàêñèìèçèðóþùèì èãðîêîì 
è êîàëèöèåé N/S — ìèíèìèçèðóþùèì èãðîêîì.

Ôóíêöèÿ âûèãðûøà êîàëèöèè S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âûèãðûøåé 
åå ó÷àñòíèêîâ:

 ( )( )
/

0

0 0( , , ) max min ( ), ( )
N SS

T
r

Sqq
t

V t x S E e g x q x d− τ= τ τ τ∫ .

Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè â 
èãðå áåç øòðàôîâ ïðèíèìàåò âèä:

 
V x N E e g x q x d

E e Q

q
r

S
i

N

t

Q
r

N
( , ) max ( ), ( )

max (

0
10

= ( )( ) =

=

−

=

∞

−

∑∫ τ

τ

τ τ τ

aa bQ x c d
t

− −( )
∞

∫ ) .τ
0

 (14)

Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå äëÿ íåêîîïåðàòèâíîãî ñëó÷àÿ ðàññóæäåíèÿ, ïî-
ëó÷àåì óðàâíåíèå:

 
V x N

r Q a bQ x c r V x N V x N
Q

( , )

max ( ) ( , ) ( , ) .

0

0
2

0
1 1 1

2

=

= − −( ){ } + ′ + ′′( )μ σ
 (15)
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè â èãðå ñî 
øòðàôàìè èìååò âèä:

 

( )( )

( )[ ]

0

0

0
1 1

( , ) max ( ), ( ) ( )

max ( ) ( ) .

N

N N
r

S iq i it

r
NQ

t

V x N E e g x q x S x d

E e Q a bQ x c S x d

∞
− τ

= =

∞
− τ

⎡ ⎤
= τ τ − τ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

= − − − τ

∑ ∑∫

∫
 (16)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä:

 V x N r Q a bQ x c r V x N V x N
Q

( , ) max ( ) , ,0 0
2

0
1 1 1

2= − −( ){ } + ′( ) + ′′( )( )μ σ .

Èç (15) è (17) ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà ìàêñèìèçàöèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèî-
íàëà (14) è (16) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîøàãîâîé èãðû Γ( , ( , ))N V S x . Òàêèì 
îáðàçîì, èãðîêè èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå áëèçîðóêîå ïîâåäåíèå, ïðîâîäÿ 
ìàêñèìèçàöèþ âûèãðûøà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ðóêîâîäñòâóÿñü ëèøü 
èíôîðìàöèåé î òåêóùåì çíà÷åíèè x, ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ ðåøåíèå 
ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì [Ïåòðîñÿí, 1977; Ïåòðîñÿí, Êóçþòèí, 
2000; Çåíêåâè÷, Ïåòðîñÿí, 2007]. Ñëåäîâàòåëüíî, â äèôôåðåíöèàëüíîé èã-
ðå G(t0, x0) âñå ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîãî ðàçäåëà îñòàþòñÿ â ñèëå. Êðîìå òîãî, 
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè â èãðå G(0, x0) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà adβ − 
( 1) 0n bn

+− θ >  è 2μ – σ2 > 0, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîñòîÿíèå ïðîöåñ-

ñà (9) ïîïàäàåò â èíòåðâàë [A2, ∞) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t → ∞. Åñëè 

â èãðå G(0, x0) 
( 1) 0nad bn

+β − θ <  è 2μ – σ2 > 0, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ 

ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà â èíòåðâàë (0, A1] ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t → ∞.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â èãðå ( )( ), , ( )G N V S x t�  âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 

( 1) 0nad bn
+β − θ >  è 2μ – σ2 > 0, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðî-

öåññà (9) â èíòåðâàë [A3, ∞) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t → ∞. Åñëè â èãðå 

( )( ), , ( )G N V S x t�  ( 1) 0nad bn
+β − θ <  è 2μ – σ2 > 0, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ 

ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà (9) â èíòåðâàë (0, A1] ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t → ∞.
Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòîõà ñòè-

÷åñêîãî ïðîöåññà (9) â áóäóùåì îæèäàåòñÿ ëèáî ðîñò ïðîèçâîäñòâà â ðåãèî-
íå Ω, ëèáî åãî ñïàä. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âåñòè ïîñòîÿííûé ìîíè-
òîðèíã ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà (9) äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû øòðàôà.
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ÂÛÂÎÄÛ

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ, ïðèíèìàåìûå ñîöèàëü-
íûì ïëàíèðîâùèêîì è ïðîèçâîäèòåëÿìè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñÿò 
îò ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñïðîñ, óäåëüíûå âûáðîñû ïðåäïðèÿòèé è 
ïðåäåëüíî äîïóñòèìóþ êîíöåíòðàöèþ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó. Íàïðèìåð, 
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íè â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó, íè ïðè êîîïåðàòèâíîì ïî-
âåäåíèè ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ êîíöåíòðàöèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ íå áó-
äåò ïðåâûøåíà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ, íà íàø 
âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ìîäåëè îëèãîïîëèè ïðè ýêîëîãè÷åñêèõ îãðàíè-
÷åíèÿõ ñ ïîçèöèè ÊÑÎ. Òåì ñàìûì ôîðìèðóåòñÿ ñîöèàëüíî îòâåòñòâåííîå 
ïîâåäåíèå, íå ïðîòèâîðå÷àùåå îñíîâíîé ôóíêöèè áèçíåñà — ïîëó÷åíèþ 
ïðèáûëè (êàê îòâåò íà êðèòèêó Ò. Ëåâèòòà [Levitt, 1958] èñõîäíîãî îïðåäåëå-
íèÿ ÊÑÎ, ïðåäëîæåííîãî Ã. Áîóýíîì [Bowen, 1953]). Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííàÿ 
ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ øàãîì ê ðåàëèçàöèè êîíöåïöèè êîðïîðàòèâ-
íîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò êîíöåïöèþ óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ 
íà ÿçûê ïðàêòè÷åñêîãî ìåíåäæìåíòà, ïðåâðàùàÿñü â «ìîäåëü óïðàâëåíèÿ 
êîðïîðàöèåé, îõâàòûâàþùóþ ýêîíîìè÷åñêóþ, ñîöèàëüíóþ è ýêîëîãè÷åñêóþ 
äåÿòåëüíîñòü êîðïîðàöèè» [Steurer, Langer, Konrad, 2005].

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîñòàâëåííûõ öåëåé èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàíû è ðå-
øåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îëèãîïîëèè ïðè ýêîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ. 
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

îñóùåñòâëåíà ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè ïðåäïðèÿòèé â óñëîâèÿõ êîí-
êóðåíöèè (äëÿ ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè íàéäåíî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó 
ïðè çàäàííûõ øòðàôàõ çà çàãðÿçíåíèå);
ðàññ÷èòàíû óðîâíè øòðàôîâ, ïðè êîòîðûõ â ðàâíîâåñèè ïðåäïðè-
ÿòèÿ íå âûõîäÿò çà ïðåäåëüíûé óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ (äèçàéí ñòà-
òè÷åñêîé ìîäåëè);
ïîñòðîåíî êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðèíöèïàì ÊÑÎ;
ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå áóäåò äèíàìè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì, ò. å. ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó óñòîé÷èâîãî ðàç-
âèòèÿ.

Ðåêîìåíäàöèè. Â çàâåðøåíèå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñäå-
ëàòü ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè.

Ïðåäïðèÿòèþ:
1. Ïðè èíäèâèäóàëüíîé ðåàëèçàöèè ýêîïîëèòèêè ïðåäïðèÿòèþ ïðåäëà-

ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåííîå íåêîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå â óñëî-
âèÿõ ðåãèîíàëüíîé êîíêóðåíöèè ïðè ýêîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ.

2. Ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðåäïðèÿ-
òèÿì ðåãèîíà ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå, 

♦

♦

♦

♦
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìè÷åñêè âûãîäíûì (ïî êðèòåðèþ ïðèáû-
ëè) ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíêóðåíòíûì ïîâåäåíèåì, ïðè ýòîì îáùèé 
âûáðîñ â àòìîñôåðó áóäåò íèæå ÏÄÊ. Îïðåäåëåíû èíòåðâàëû çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà x, ïðè êîòîðûõ êîíêóðåíòíîå è êîîïåðàòèâíîå 
ïîâåäåíèå íå âûçûâàåò íàðóøåíèÿ ÏÄÊ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, 
ïðè ýòîì èíòåðâàë, ñîîòâåòñòâóþùèé êîîïåðàòèâíîìó ïîâåäåíèþ, 
îêàçàëñÿ øèðå. Êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè êîð-
ïîðàòèâíîé ñîöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (ÊÑÓ) è óñòîé÷èâîãî ðàçâè-
òèÿ. Äàííîå ðåøåíèå ìîæåò ðàññìà òðèâàòüñÿ êàê îñíîâà äëÿ ñîöè-
àëüíûõ èíâåñòèöèé ïðåäïðèÿòèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî ïðèíöèïàìè 
ÊÑÎ, âêëþ÷àÿ ïðîáëåìû óëó÷øåíèÿ òåõíîëîãèè î÷èñòêè âûáðîñîâ 
â àòìîñôåðó è äðóãèå ïðèðîäîîõðàííûå ìåðîïðèÿòèÿ. Âåëè÷èíà è 
âîçìîæíîñòü ñîöèàëüíûõ èíâåñòèöèé çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ è ïà-
ðàìåòðîâ ïðîöåññà. Âîçìîæíû íåáëàãîïðèÿòíûå ñëó÷àè, êîãäà íà 
ýôôåêòèâíûå ïðèðîäîîõðàííûå ìåðîïðèÿòèÿ òðåáóþòñÿ äîòàöèè.

3. Äëÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîé êîîïåðàòèâíîé ñîöèàëüíî óñòîé÷èâîé ñòðà-
òåãèè ïðåäïðèÿòèþ öåëåñîîáðàçíî âñòóïèòü â îòíîøåíèÿ ãîðèçîí-
òàëüíîé êîîïåðàöèè ñ äðóãèìè êîíêóðèðóþùèìè ïðîèçâîäèòåëÿìè 
ðåãèîíà.

4. Ïðåäïðèÿòèå äîëæíî çàíèìàòüñÿ ìîíèòîðèíãîì ñîñòîÿíèÿ àòìî-
ñôåðû â ðåãèîíå.

Ïðè ðåàëèçàöèè ÊÑÓ-ñòðàòåãèè ìîíèòîðèíã âûãîäíî îðãàíèçîâàòü íà 
êîîïåðàòèâíîé îñíîâå.

Îðãàíàì ãîñóäàðñòâåííîé è ðåãèîíàëüíîé âëàñòè (ñîöèàëüíîìó ïëàíè-
ðîâùèêó):

1. Äëÿ ðåãóëèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû ñîöèàëüíîìó 
ïëàíèðîâùèêó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ðàçìåðà øòðàôà ( )is x , êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ãîñóäàð-
ñòâåííûì îðãàíàì íà çàêîíîäàòåëüíîì óðîâíå óïðàâëÿòü ðåøåíèåì 
ïðåäïðèÿòèé ðåãèîíà îá îáúåìàõ âûáðîñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ 
â ïðåäåëàõ ÏÄÊ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèå çàäà÷è ýêîëîãè÷åñêîãî 
äèçàéíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ âû÷è-
ñëåíèÿ ðàçìåðà ýêîëîãè÷åñêîãî øòðàôà. Îñîáåííîñòü ïîëó÷åííîé 
øêàëû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ïîääåðæèâàåòñÿ ñèëüíûì ðàâíî-
âåñèåì êàê ïðè êîîïåðàòèâíîì, òàê è ïðè íåêîîïåðàòèâíîì ïîâåäå-
íèè ïðåäïðèÿòèé [Petrosyan, Grauer, 2004].

2. Ïîñêîëüêó ïðîïèñàòü â çàêîíîäàòåëüíûõ àêòàõ ïðàâèëî ( )is x  çà-
òðóäíèòåëüíî, âñëåäñòâèå íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðàçìåðà øòðàôà 
îò ïàðàìåòðà x ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ñõåìà îïðåäå-
ëåíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ øòðàôîâ äëÿ ñîöèàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà. Ðàñ-



54

ñìîòðèì ñòóïåí÷àòóþ ñõåìó îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà øòðàôà (ðèñ. 4): 
ðàçîáüåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (9), (0, ∞), íà èíòåðâàëû 
(0, А1], (0, А2], …, (0, Аn], òîãäà

 
1 1

2 2

( ), (0, ];
( ), (0, ];

...

s A x A
s s A x A

∈⎧
⎪= ∈⎨
⎪⎩

Ðèñ. 4. Ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ øòðàôîâ

Èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðâàëû çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ 
ðàçìåð øòðàôà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé øêàëû 
íåîáõîäèìû ìîíèòîðèíã è ïðîãíîçèðîâàíèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà x ñî ñòî-
ðîíû ñîöèàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà.

Ìåñòíûì îðãàíèçàöèèÿì:
Íåîáõîäèì ìîíèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû, â îòäåëüíûõ ñëó÷à-

ÿõ — âûõîä ñ çàêîíîäàòåëüíûìè èíèöèàòèâàìè ïî èçìåíåíèþ øêàëû 
ýêîëîãè÷åñêèõ øòðàôîâ (â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà). Òðåáóåòñÿ 
ó÷àñòèå â âûðàáîòêå ïðèíöèïîâ ÊÑÎ ïðåäïðèÿòèé è â ïðîöåññå èõ ðåàëèçà-
öèè, à òàêæå â êîí òðîëå ýôôåêòèâíîñòè ñîöèàëüíûõ èíâåñòèöèé è äîòàöèé 
ïðåäïðèÿòèé.
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Ïðèëîæåíèå 1
Ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(t) ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé äèíàìèêó 
èãðû, êîòîðàÿ ýâîëþöèîíèðóåò ñîãëàñíî ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó (ãåîìåòðè÷åñêî-
ìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ):

 dx(t) = μxdt + σxdz, x(0) = x0, (9)

ãäå z — îáîáùåííîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå [Dixit, 1993].
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîöåññà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (9). Â êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåííàÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåþùåé 
ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî, ÷òî òàêèì ïðîöåññîì ìîäåëè-
ðóåòñÿ äèíàìèêà öåí íà ìíîãèå ðåàëüíûå àêòèâû [Dixit, Pindyck, 1994]. Â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè íåâîçìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òîáû áóäóùèå çíà÷åíèÿ x(t) ïðåâîñ-
õîäèëè íåêîòîðûé íàïåðåä çàäàííûé ïàðàìåòð A > 0, íî ìû ìîæåì ñôîðìóëèðî-
âàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ çàäàííîãî ïàðàìåòðà A > 0 îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå 
çíà÷åíèå 0

*x , ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ x(t) ≥ A, t ≥ 0 ïðè óñëîâèè 0 0
*( )x t x≥  áûëà 

ðàâíà 0,95. Çíà÷åíèÿ 0 0
*( )x t x≥  áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè îòíîñèòåëüíî ïàðà-

ìåòðà А. Çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëà îöåíêè, ïðèâåäåííûõ â [Çÿò÷èí, 2006]. 
Çäåñü ïîêàçàíî, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà îöåíêè ñîñòîÿíèé ïðîöåññà ñòðîèòñÿ â âèäå 

2
0 0( , ) M tx x t x e− − σΔ = , ãäå M t= −( )μ σ2

2
. Î÷åâèäíî, ÷òî x – ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé 

ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà x0. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ x –(t):

 ( )x x
t

e
t t− −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
′ = − −( )0

2 2 2

2

2

μ σ σ μ σ σ
,

ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå t =
−

2
2 2

σ
μ σ

 âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâà-
íèÿ ýêñòðåìóìà.

Èññëåäóåì ôóíêöèþ x– íà âûïóêëîñòü:

 ( ) ( )x x
t

t t e
t t− −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
′′ = + − −( )⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ >0 3

2 2
2

21
2 2

2 0
2

σ μ σ σ
μ σ σ

 ïðè x0,

çíà÷èò, ôóíêöèÿ — âûïóêëàÿ.
Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ x(t) ≥ A, òîãäà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

            

x Ae a

x Ae

T T

T T

0
2

2 2

0
2

2

2

2

2 0

2

*

*

( )

( )

, ; ( )

,

= − <

=

− −

− −

σ μ σ

σ μ σ

μ σåñëè

åñëè μμ σ

μ σσ μ σ

− > ≥

= − > <

⎡

− −

2

0
2

2 2

0

2 0
2

, ; ( )

, , . ( )

*

* *
* ( ) *

t T b

x Ae t T ct t
åñëè⎣⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

Ðàññìîòðèì ãðàôèêè x – äëÿ ñëó÷àåâ (a), (b), (c), ðèñ. 5. Â ñëó÷àå (a) ôóíêöèÿ 
îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé. Â ñëó÷àÿõ (b) è (c) ôóíêöèÿ èìååò ýêñ-
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òðåìóì â ìîìåíò 
2

2
* 2

2
t ⎛ ⎞σ= ⎜ ⎟μ − σ⎝ ⎠

. Ìèíèìàëüíîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå 0
*x  â äàííîì 

ñëó÷àå çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t* è T.
Â äàëüíåéøåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ x0.

Ðèñ. 5. Òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî ñâîéñòâî ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.
Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ dx = μxdt + σxdz è çàäàííûé 

ïàðàìåòð A > 0. Òîãäà { ( ) } 0tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ , åñëè 2μ – σ2 > 0 è { ( ) } 1tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ , 
åñëè 2μ – σ2 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé ïðîöåññà dx = μxdt + σxdz ïðè 
x0 > 0 åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíî-
ñòè { ( ) } {ln ( ) ln }P x t A P x t A≤ = ≤ .

Ñîãëàñíî ëåììå Èòî [Ito, 1951], åñëè ïåðåìåííàÿ x(t) èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó 

dx(t) = μxdt + σxdz, òî d x t dt dzln ( ) = −( ) +μ σ σ
2

2
. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì îáîáùåííîãî 

âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ln x(t + Δt) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
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ëåíèå, ò. å. ln ( ) ~ (ln ( ) , )x t t N x t t t+ + −( )Δ Δ Δμ σ σ
2

2 . Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F äëÿ 

ln x(t + Δt) èìååò âèä:

 F r x t t t s, ln ( ) , ( )+ −( )( )( ) =μ σ σ
2

2 Δ Δ Φ ,

ãäå 
2

21( )
2

s u
s e du−

−∞

Φ =
π ∫ , s

r x t t

t
=

− + −( )( )ln ( ) μ

σ

σ 2

2
Δ

Δ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, 

 
2

21{ln ( ) ln }
2

t
t u

P x t A e du

ϕ−ψΔ
σ Δ

−

−∞

≤ =
π ∫ ,

ãäå ϕ = ln A – ln x(t),  ψ μ σ= −( )2

2 .

Ïîñêîëüêó { ( ) } {ln ( ) ln }P x t A P x t A≤ = ≤ , èìååì:

a) åñëè ψ μ σ= −( ) >
2

2 0, òîãäà t
t

t Δ →∞
ϕ − ψΔ ⎯⎯⎯→−∞

δ Δ
 è { ( ) } 0tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ ,

b) åñëè ψ μ σ= −( ) <
2

2 0, òîãäà t
t

t Δ →∞
ϕ − ψΔ ⎯⎯⎯→+∞

δ Δ
 è { ( ) } 1tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì âûáîðêó èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà dx(t) = μxdt + σxdz [Dixit, Pindyck, 1994]. Îáúåì 
âûáîðêè ñîñòàâèë 6000 çíà÷åíèé. Ïóñòü A = 5, x(0) = 10. Ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ â ñëó÷àÿõ (à) è (b) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.

Ðèñ. 6. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà
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Ïðèëîæåíèå 2
Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåìûõ òåî-

ðåì è óòâåðæäåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
Îïðåäåëèì àðãóìåíò ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè g x q q a bQ x ci i( , ) = −( ) −( ):

 ∂
∂ −( ) −( ) −( ) = ∂

∂ −( ) −( )( ) = − − −q q a bQ x c s x q q a bQ x c ax bQx c bxq
i

i i
i

i( ) ii.

Ñëåäîâàòåëüíî,

 * *
i

a cq Qb bx= − − , I ∈ N è 
1

* * *
I

i
i

na ncQ q nQb bx=

= = − −∑ . (17)

Óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä: 
2

2 ( ( ) )) 2i
i

q a bQ x c bx
q

∂ − − = −
∂

, ãäå x > 0 

è b > 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ gi(qi, q–i, x) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî qi. Ðåøàÿ (17), 
îïðåäåëÿåì Q* è *

iq , êàê íàèëó÷øèé îòâåò èãðîêà i íà ñòðàòåãèþ äîïîëíèòåëüíîé 
êîàëèöèè *

iq− , â ÿâíîé ôîðìå:

 
* ,( 1)i

ax cq n xb
−=

+

 
* .( 1) ( 1)

na ncQ n b n bx= −
+ +

Ïî óñëîâèþ èãðû Γ(x), qi > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè si(x) ≡ 0 ðàâíîâåñèå ïî Íýøó 
ñóùåñòâóåò ïðè x > c/a = A1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
Ðàññìîòðèì èíòåðâàë 0 < x ≤ A1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîê i âûáðàë íåêîòî-

ðóþ ñòðàòåãèþ *( ) 0i iq q x> = . Ïðè ýòîì åãî âûèãðûø *( , , ) ( )i i i ig q q x q ax c− = − −  
2 0ibq x− < , ïîñêîëüêó ïðè 0 < x ≤ A1 ðàçíîñòü ax – c < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 

 0 = ( ) > ( )− −g q q x g q q xi i i i i i
* * *, , , , .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
( 1) 0nad bn

+β − θ ≤ . Tîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 2, â èãðå Γ(x), 
x > A1 ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì ðàçìåðå øòðàôà.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ( 1) 0nad bn
+β − θ > .

Íà èíòåðâàëå A1 < x ≤ A2 äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 
òåîðåìû 1. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (5), ñèòóàöèÿ q* ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë x > A2. Ïîêàæåì, ÷òî ñèòóàöèÿ q** ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñè-
åì ïî Íýøó. Ïóñòü ïðè x > A2 ñóùåñòâóåò òàêîé èãðîê i è òàêàÿ ñòðàòåãèÿ iq′ , ÷òî 
K q q K qi i i i− ′( ) > ( )** **, .

Ïóñòü **
i iq q′ < , òîãäà 

1

n

j i
j
j i

d q d q
=
≠

′β + β < θ∑ , ñëåäîâàòåëüíî:

 K q q x g q q xi i i i i i− −′( ) = ′( )** **, , , , .
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Ôóíêöèÿ ( , , )i i ig x q q−  ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî qi è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â q*. ** *
i iq q≤  

êàê ðåøåíèå çàäà÷è óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (5), ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëå 
**[0, ]iq  ôóíêöèÿ g x q qi i i, ,**

−( ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé. Çíà÷èò, K q q xi i i− ′( ) =**, ,
g q q x g q x K q xi i i i i i−= ′( ) < ( ) = ( )** ** **, , , , , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî æåíèþ.

Ïóñòü **
i iq q′ > . Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, ôóíêöèÿ si(x) òàêîâà, 

÷òî ** **( ) ( || ) ( )i i i i ig q g q q s x−≥ − . Â ýòîì ñëó÷àå K q q g x q q s xi i i i i i− −′( ) = ′( ) − ≤** **, , , ( )
g x q K qi i i i≤ ( ) = ( )** **, , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåí-

ñòâî K q q K qi i i i− ′( ) > ( )** **,  íåâåðíî, ò. å. äëÿ ëþáîãî èãðîêà i è âñåõ iq′  èìååò ìåñòî 

íåðàâåíñòâî K q q K qi i i i− ′( ) ≤ ( )** **, . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.

Ïóñòü 
( 1) 0nad bn

+β − θ > . Ñëåäîâàòåëüíî, 2 1( 1)
0

n
n

cd cA Aaad b+
β= > = >

β − θ
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ x(t) ≥ A2 ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè t → ∞, åñëè 
âûïîëíåíî óñëîâèå 2μ – σ2 > 0. Âìåñòå ñ òåì ïðè 2μ – σ2 < 0 âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ 
x(t) < A1 ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè t → ∞. Èçâåñòíî (ñì.: [Hull, 1997]), ÷òî ïåðåìåííàÿ â 
ïðîöåññå (9) èìååò ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, x(t) > 0 ïðè ëþáîì 
t ≥ 0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèëîæåíèå 3
Âûâîä óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà–Ôëåìèíãà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû G(t0, x0)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â (10) â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ íà ïðîìåæóòêàõ îò 0 äî 
dt è îò dt äî T. Â ìîìåíò dt ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå dx, êîòîðîå íå èçâåñò-
íî â ìîìåíò 0, íî äàíî åå ðàñïðåäåëåíèå [Dixit, 1993]. Ñ ìîìåíòà dt ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ èíòåãðàë Ji(x0 + Δx, q), çíà÷åíèå êîòîðîãî íåîáõîäèìî äèñêîíòèðîâàòü íà 0:

 J x q q g x q dt e E J x dx q qi i i q i
rdt

i i i
i

0 , , max ( , ) ( , , )*
−

−
−( ) = + +[ ]{ }.

Îòáðàñûâàÿ ýëåìåíòû ο(dt), ïîëó÷èì:

J x q q g x q q dt

rdt J x q q

i i i q i i i

i i i

i
0 0

01

, , max , ,

( ) , ,

* *

*

− −

−

( ) = ( ) +{

+ − (( ) + +( )( ) −⎡⎣ ⎤⎦} =

=

− −EJ x dx q q J x q q

g x q

i i i i i i

q i
i

0 0

0

, , ( , , ))

max ( ,

*

)) , , , ,

, ,

* *dt J x q q rJ x q q dt

E J x dx q q

i i i i i i

i i i

+ ( ) − ( ) +{

+ +( ) −

− −

−

0 0

0 JJ x q q rdt EJ x dx q q J x q qi i i i i i i i i0 0 0, , , , , ,* *
− − −( )( )⎡⎣ ⎤⎦ + +( ) − ( )( ))⎡⎣ ⎤⎦}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

J x q q dt r g x q dt

r EJ x dx q J x q

i i i q i

i i

i
0 0

0 0

1

1

, , max ( , )

( , ) ,

*
−( ) = +{

+ + − ii i i i i iq dt EJ x dx q J x q q* *, ( , ) , ,− −( )( )⎡⎣ ⎤⎦ + + − ( )( )⎡⎣ ⎤⎦} =0 0
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= + +( ) [ ]{ }max ( , )
q i i

i r g x q dt r dt E dJ1 1
0 .

Ïî ëåììå Èòî [Ito, 1951], èìååì:

 E dJ J x q q dt J x q q dti i i i i i i[ ] = ′( ) + ′′( )− −μ σ, , , ,* *1
2

2 .

Â ðåçóëüòàòå:

 

J x q q dt

r g x q dt r dt J x q q

i i i

q i i i i
i

0

0
1 1

, ,

max ( , ) , ,

*

*

−

−

( ) =

= + +( ) ′ ( )μ ddt J x q q dti i i+ ′′( )( ){ }−
1
2

2σ , ,*

èëè, îòáðîñèâ ýëåìåíòû ο(dt), ïîëó÷àåì:

  J x q q dt r g x q dt r J x q q dti i i q i i i i
i

0 0
1 1 1

2, , max ( , ) , ,* *
− −( ) = + ′( ) +μ σ22 ′′( )( ){ } =−J x q q dti i i, ,*

= { } + ′( ) + ′′( )− −max ( , ) , , , ,* *
q i i i i i i i

i r g x q dt r J x q q J x q q1 1 1
20

2μ σ(( )dt .

Â èòîãå óðàâíåíèå Áåëëìàíà–Ôëåìèíãà ïðèíèìàåò âèä:

 J x q q r g x q r J x q q Ji i i q i i i i
i

0 0
21 1 1

2, , max ( , ) , ,* *
− −( ) = { } + ′( ) + ′′μ σ ii i ix q q, ,*

−( )( ).
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Ïðèëîæåíèå 1
Ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(t) ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé äèíàìèêó 
èãðû, êîòîðàÿ ýâîëþöèîíèðóåò ñîãëàñíî ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó (ãåîìåòðè÷åñêî-
ìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ):


 dx(t) = μxdt + σxdz, x(0) = x0, (9)


ãäå z — îáîáùåííîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå [Dixit, 1993].
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîöåññà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (9). Â êàæ-


äûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåííàÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåþùåé 
ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî, ÷òî òàêèì ïðîöåññîì ìîäåëè-
ðóåòñÿ äèíàìèêà öåí íà ìíîãèå ðåàëüíûå àêòèâû [Dixit, Pindyck, 1994]. Â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè íåâîçìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òîáû áóäóùèå çíà÷åíèÿ x(t) ïðåâîñ-
õîäèëè íåêîòîðûé íàïåðåä çàäàííûé ïàðàìåòð A > 0, íî ìû ìîæåì ñôîðìóëèðî-
âàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ çàäàííîãî ïàðàìåòðà A > 0 îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå 
çíà÷åíèå 0


*x , ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ x(t) ≥ A, t ≥ 0 ïðè óñëîâèè 0 0
*( )x t x≥  áûëà 


ðàâíà 0,95. Çíà÷åíèÿ 0 0
*( )x t x≥  áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè îòíîñèòåëüíî ïàðà-


ìåòðà А. Çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëà îöåíêè, ïðèâåäåííûõ â [Çÿò÷èí, 2006]. 
Çäåñü ïîêàçàíî, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà îöåíêè ñîñòîÿíèé ïðîöåññà ñòðîèòñÿ â âèäå 


2
0 0( , ) M tx x t x e− − σΔ = , ãäå M t= −( )μ σ2


2
. Î÷åâèäíî, ÷òî x – ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé 


ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà x0. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ x –(t):


 ( )x x
t


e
t t− −⎛


⎝⎜
⎞
⎠⎟


−
′ = − −( )0


2 2 2


2


2


μ σ σ μ σ σ
,


ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå t =
−


2
2 2


σ
μ σ


 âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâà-
íèÿ ýêñòðåìóìà.


Èññëåäóåì ôóíêöèþ x– íà âûïóêëîñòü:


 ( ) ( )x x
t


t t e
t t− −⎛


⎝⎜
⎞
⎠⎟


−
′′ = + − −( )⎛


⎝
⎜


⎞
⎠
⎟ >0 3


2 2
2


21
2 2


2 0
2


σ μ σ σ
μ σ σ


 ïðè x0,


çíà÷èò, ôóíêöèÿ — âûïóêëàÿ.
Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ x(t) ≥ A, òîãäà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-


÷è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:


            


x Ae a


x Ae


T T


T T


0
2


2 2


0
2


2


2


2


2 0


2


*


*
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, ; ( )


,


= − <


=


− −


− −


σ μ σ


σ μ σ


μ σåñëè


åñëè μμ σ


μ σσ μ σ


− > ≥


= − > <


⎡


− −


2


0
2


2 2


0


2 0
2


, ; ( )


, , . ( )


*


* *
* ( ) *


t T b


x Ae t T ct t
åñëè⎣⎣


⎢
⎢
⎢
⎢
⎢


Ðàññìîòðèì ãðàôèêè x – äëÿ ñëó÷àåâ (a), (b), (c), ðèñ. 5. Â ñëó÷àå (a) ôóíêöèÿ 
îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé. Â ñëó÷àÿõ (b) è (c) ôóíêöèÿ èìååò ýêñ-
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òðåìóì â ìîìåíò 
2


2
* 2


2
t ⎛ ⎞σ= ⎜ ⎟μ − σ⎝ ⎠


. Ìèíèìàëüíîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå 0
*x  â äàííîì 


ñëó÷àå çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t* è T.
Â äàëüíåéøåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ x0.


Ðèñ. 5. Òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà


Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî ñâîéñòâî ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.
Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ dx = μxdt + σxdz è çàäàííûé 


ïàðàìåòð A > 0. Òîãäà { ( ) } 0tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ , åñëè 2μ – σ2 > 0 è { ( ) } 1tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ , 
åñëè 2μ – σ2 < 0.


Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé ïðîöåññà dx = μxdt + σxdz ïðè 
x0 > 0 åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíî-
ñòè { ( ) } {ln ( ) ln }P x t A P x t A≤ = ≤ .


Ñîãëàñíî ëåììå Èòî [Ito, 1951], åñëè ïåðåìåííàÿ x(t) èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó 


dx(t) = μxdt + σxdz, òî d x t dt dzln ( ) = −( ) +μ σ σ
2


2
. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì îáîáùåííîãî 


âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ln x(t + Δt) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
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ëåíèå, ò. å. ln ( ) ~ (ln ( ) , )x t t N x t t t+ + −( )Δ Δ Δμ σ σ
2


2 . Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F äëÿ 


ln x(t + Δt) èìååò âèä:


 F r x t t t s, ln ( ) , ( )+ −( )( )( ) =μ σ σ
2


2 Δ Δ Φ ,


ãäå 
2


21( )
2


s u
s e du−


−∞


Φ =
π ∫ , s


r x t t


t
=


− + −( )( )ln ( ) μ


σ


σ 2


2
Δ


Δ
.


Ñëåäîâàòåëüíî, 


 
2


21{ln ( ) ln }
2


t
t u


P x t A e du


ϕ−ψΔ
σ Δ


−


−∞


≤ =
π ∫ ,


ãäå ϕ = ln A – ln x(t),  ψ μ σ= −( )2


2 .


Ïîñêîëüêó { ( ) } {ln ( ) ln }P x t A P x t A≤ = ≤ , èìååì:


a) åñëè ψ μ σ= −( ) >
2


2 0, òîãäà t
t


t Δ →∞
ϕ − ψΔ ⎯⎯⎯→−∞


δ Δ
 è { ( ) } 0tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ ,


b) åñëè ψ μ σ= −( ) <
2


2 0, òîãäà t
t


t Δ →∞
ϕ − ψΔ ⎯⎯⎯→+∞


δ Δ
 è { ( ) } 1tP x t A →∞≤ ⎯⎯⎯→ .


Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì âûáîðêó èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 


äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà dx(t) = μxdt + σxdz [Dixit, Pindyck, 1994]. Îáúåì 
âûáîðêè ñîñòàâèë 6000 çíà÷åíèé. Ïóñòü A = 5, x(0) = 10. Ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ â ñëó÷àÿõ (à) è (b) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.


Ðèñ. 6. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà
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Ïðèëîæåíèå 2
Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåìûõ òåî-


ðåì è óòâåðæäåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
Îïðåäåëèì àðãóìåíò ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè g x q q a bQ x ci i( , ) = −( ) −( ):


 ∂
∂ −( ) −( ) −( ) = ∂


∂ −( ) −( )( ) = − − −q q a bQ x c s x q q a bQ x c ax bQx c bxq
i


i i
i


i( ) ii.


Ñëåäîâàòåëüíî,


 * *
i


a cq Qb bx= − − , I ∈ N è 
1


* * *
I


i
i


na ncQ q nQb bx=


= = − −∑ . (17)


Óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä: 
2


2 ( ( ) )) 2i
i


q a bQ x c bx
q


∂ − − = −
∂


, ãäå x > 0 


è b > 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ gi(qi, q–i, x) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî qi. Ðåøàÿ (17), 
îïðåäåëÿåì Q* è *


iq , êàê íàèëó÷øèé îòâåò èãðîêà i íà ñòðàòåãèþ äîïîëíèòåëüíîé 
êîàëèöèè *


iq− , â ÿâíîé ôîðìå:


 
* ,( 1)i


ax cq n xb
−=


+


 
* .( 1) ( 1)


na ncQ n b n bx= −
+ +


Ïî óñëîâèþ èãðû Γ(x), qi > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè si(x) ≡ 0 ðàâíîâåñèå ïî Íýøó 
ñóùåñòâóåò ïðè x > c/a = A1. Òåîðåìà äîêàçàíà.


Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
Ðàññìîòðèì èíòåðâàë 0 < x ≤ A1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîê i âûáðàë íåêîòî-


ðóþ ñòðàòåãèþ *( ) 0i iq q x> = . Ïðè ýòîì åãî âûèãðûø *( , , ) ( )i i i ig q q x q ax c− = − −  
2 0ibq x− < , ïîñêîëüêó ïðè 0 < x ≤ A1 ðàçíîñòü ax – c < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 


 0 = ( ) > ( )− −g q q x g q q xi i i i i i
* * *, , , , .


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
( 1) 0nad bn


+β − θ ≤ . Tîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 2, â èãðå Γ(x), 
x > A1 ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì ðàçìåðå øòðàôà.


Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ( 1) 0nad bn
+β − θ > .


Íà èíòåðâàëå A1 < x ≤ A2 äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 
òåîðåìû 1. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (5), ñèòóàöèÿ q* ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.


Ðàññìîòðèì èíòåðâàë x > A2. Ïîêàæåì, ÷òî ñèòóàöèÿ q** ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñè-
åì ïî Íýøó. Ïóñòü ïðè x > A2 ñóùåñòâóåò òàêîé èãðîê i è òàêàÿ ñòðàòåãèÿ iq′ , ÷òî 
K q q K qi i i i− ′( ) > ( )** **, .


Ïóñòü **
i iq q′ < , òîãäà 


1


n


j i
j
j i


d q d q
=
≠


′β + β < θ∑ , ñëåäîâàòåëüíî:


 K q q x g q q xi i i i i i− −′( ) = ′( )** **, , , , .
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Ôóíêöèÿ ( , , )i i ig x q q−  ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî qi è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â q*. ** *
i iq q≤  


êàê ðåøåíèå çàäà÷è óñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (5), ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëå 
**[0, ]iq  ôóíêöèÿ g x q qi i i, ,**


−( ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé. Çíà÷èò, K q q xi i i− ′( ) =**, ,
g q q x g q x K q xi i i i i i−= ′( ) < ( ) = ( )** ** **, , , , , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî æåíèþ.


Ïóñòü **
i iq q′ > . Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, ôóíêöèÿ si(x) òàêîâà, 


÷òî ** **( ) ( || ) ( )i i i i ig q g q q s x−≥ − . Â ýòîì ñëó÷àå K q q g x q q s xi i i i i i− −′( ) = ′( ) − ≤** **, , , ( )
g x q K qi i i i≤ ( ) = ( )** **, , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåí-


ñòâî K q q K qi i i i− ′( ) > ( )** **,  íåâåðíî, ò. å. äëÿ ëþáîãî èãðîêà i è âñåõ iq′  èìååò ìåñòî 


íåðàâåíñòâî K q q K qi i i i− ′( ) ≤ ( )** **, . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.


Ïóñòü 
( 1) 0nad bn


+β − θ > . Ñëåäîâàòåëüíî, 2 1( 1)
0


n
n


cd cA Aaad b+
β= > = >


β − θ
.


Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ x(t) ≥ A2 ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè t → ∞, åñëè 
âûïîëíåíî óñëîâèå 2μ – σ2 > 0. Âìåñòå ñ òåì ïðè 2μ – σ2 < 0 âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ 
x(t) < A1 ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè t → ∞. Èçâåñòíî (ñì.: [Hull, 1997]), ÷òî ïåðåìåííàÿ â 
ïðîöåññå (9) èìååò ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, x(t) > 0 ïðè ëþáîì 
t ≥ 0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.


Ïðèëîæåíèå 3
Âûâîä óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà–Ôëåìèíãà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû G(t0, x0)


Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â (10) â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ íà ïðîìåæóòêàõ îò 0 äî 
dt è îò dt äî T. Â ìîìåíò dt ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå dx, êîòîðîå íå èçâåñò-
íî â ìîìåíò 0, íî äàíî åå ðàñïðåäåëåíèå [Dixit, 1993]. Ñ ìîìåíòà dt ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ èíòåãðàë Ji(x0 + Δx, q), çíà÷åíèå êîòîðîãî íåîáõîäèìî äèñêîíòèðîâàòü íà 0:


 J x q q g x q dt e E J x dx q qi i i q i
rdt


i i i
i


0 , , max ( , ) ( , , )*
−


−
−( ) = + +[ ]{ }.


Îòáðàñûâàÿ ýëåìåíòû ο(dt), ïîëó÷èì:


J x q q g x q q dt


rdt J x q q


i i i q i i i


i i i


i
0 0


01


, , max , ,


( ) , ,


* *


*


− −


−


( ) = ( ) +{


+ − (( ) + +( )( ) −⎡⎣ ⎤⎦} =


=


− −EJ x dx q q J x q q


g x q


i i i i i i


q i
i


0 0


0


, , ( , , ))


max ( ,


*


)) , , , ,


, ,


* *dt J x q q rJ x q q dt


E J x dx q q


i i i i i i


i i i


+ ( ) − ( ) +{


+ +( ) −


− −


−


0 0


0 JJ x q q rdt EJ x dx q q J x q qi i i i i i i i i0 0 0, , , , , ,* *
− − −( )( )⎡⎣ ⎤⎦ + +( ) − ( )( ))⎡⎣ ⎤⎦}.


Ñëåäîâàòåëüíî,


J x q q dt r g x q dt


r EJ x dx q J x q


i i i q i


i i


i
0 0


0 0


1


1


, , max ( , )


( , ) ,


*
−( ) = +{


+ + − ii i i i i iq dt EJ x dx q J x q q* *, ( , ) , ,− −( )( )⎡⎣ ⎤⎦ + + − ( )( )⎡⎣ ⎤⎦} =0 0
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= + +( ) [ ]{ }max ( , )
q i i


i r g x q dt r dt E dJ1 1
0 .


Ïî ëåììå Èòî [Ito, 1951], èìååì:


 E dJ J x q q dt J x q q dti i i i i i i[ ] = ′( ) + ′′( )− −μ σ, , , ,* *1
2


2 .


Â ðåçóëüòàòå:


 


J x q q dt


r g x q dt r dt J x q q


i i i


q i i i i
i


0


0
1 1


, ,


max ( , ) , ,


*


*


−


−


( ) =


= + +( ) ′ ( )μ ddt J x q q dti i i+ ′′( )( ){ }−
1
2


2σ , ,*


èëè, îòáðîñèâ ýëåìåíòû ο(dt), ïîëó÷àåì:


  J x q q dt r g x q dt r J x q q dti i i q i i i i
i


0 0
1 1 1


2, , max ( , ) , ,* *
− −( ) = + ′( ) +μ σ22 ′′( )( ){ } =−J x q q dti i i, ,*


= { } + ′( ) + ′′( )− −max ( , ) , , , ,* *
q i i i i i i i


i r g x q dt r J x q q J x q q1 1 1
20


2μ σ(( )dt .


Â èòîãå óðàâíåíèå Áåëëìàíà–Ôëåìèíãà ïðèíèìàåò âèä:


 J x q q r g x q r J x q q Ji i i q i i i i
i


0 0
21 1 1


2, , max ( , ) , ,* *
− −( ) = { } + ′( ) + ′′μ σ ii i ix q q, ,*


−( )( ).
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